
概率论:Week 14

1 积分

测度空间 (𝑋,F , 𝜇) 上可测函数积分的定义是用典型方法经过三个步骤来完成的.

1.1 非负简单函数的积分

设 𝑓 是简单函数. 那么存在 (𝑋,F , 𝜇)的有限可测分割 {𝐴𝑖, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛}和实数 {𝑎𝑖, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛}

使 𝑓 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 𝐼𝐴𝑖
. 如上述表达式中有 𝑎𝑖 ⩾ 0,则称 𝑓 是非负的.显然,简单函数的表达方式不惟一,但

它是不是非负与其表达方式无关. 设 𝑓 是一个非负简单函数而 𝑓 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 𝐼𝐴𝑖
是它的一个表达式. 称

∫
𝑋

𝑓 d𝜇 def
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝜇 (𝐴𝑖)

为 𝑓 的积分. 可以证明: 非负简单函数的积分具有一意性.

1.2 非负可测函数的积分

对于测度空间 (𝑋,F , 𝜇)上的非负可测函数 𝑓 ,称∫
𝑋

𝑓 d𝜇 def
= sup

{∫
𝑋

𝑔 d𝜇 : 𝑔非负简单且 𝑔 ⩽ 𝑓

}
为它的积分.

1.3 一般可测函数的积分

测度空间(X,F , 𝜇)上的可测函数 𝑓 如果满足

min
{∫

𝑥

𝑓 + d𝜇,
∫
𝑥

𝑓 − d𝜇
}
< ∞ ,

则称其积分存在或积分有意义；如果满足

max
{∫

𝑥

𝑓 + d𝜇 ,

∫
𝑋

𝑓 − d𝜇
}
< ∞ ,

则称它是可积的.在上述两种情况下，把
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∫
𝑋

𝑓 d𝜇 def
=

∫
𝑋

𝑓 + d𝜇 −
∫
𝑋

𝑓 − d𝜇

叫做 𝑓 的积分或积分值.

注记. 𝑓 可积当且仅当| 𝑓 |可积.只有当级数
∑︁

𝑓 (𝑥𝑖)𝑎𝑖 绝对收敛时， 𝑓 才是可积的.

2 数学期望

2.1 例子

例 1 (数学期望定义的要求). 随机变量𝑋取值

𝑋 = (−1)𝑘 2𝑘

𝑘
, 𝑘 = 1, 2, · · ·

对应的概率是𝑝𝑘 =
1
2𝑘

,根据𝑝𝑘 ≥ 0,
∑︁

𝑝𝑘 = 1,因此是概率分布,而且∑︁
(−1)𝑘 2𝑘

𝑘
𝑝𝑘 =

∑︁
(−1)𝑘 1

𝑘
< ∞

但是 ∑︁
|𝑥𝑘 |𝑝𝑘 =

∑︁ 1
𝑘
< ∞

例 2 (混管检测). 在一个人数很多的单位中普查某种疾病, 𝑁 个人去验血. 对这些人的血的化验可
以用两种办法进行. (1)每个人的血分别化验,这时需要化验 𝑁 次; (2)把 𝑘 个人的血混在一起进行

化验.如果结果是阴性的,那么对这 𝑘 个人只作一次检验就够了;如果结果是阳性的,那么必须对这
𝑘 个人再逐个分别化验,这时对这 𝑘 个人共需作 𝑘 + 1次化验.假定对所有的人来说,化验是阳性反
应的概率都是 𝑝,而且这些人的反应是独立的.我们来说明在 𝑝 相当小的场合,采用办法 (2)能减少
化验的次数.
若记 𝑞 = 1 − 𝑝,则 𝑘 个人的混血呈阳性反应的概率为 1 − 𝑞𝑘 ,用 (2)的方法验血时,每个人的血

需要化验的次数 𝜉 是随机变量,其分布列为
𝜉

1
𝑘

1 + 1
𝑘

𝑃 𝑞𝑘 1 − 𝑞𝑘

因此

𝐸𝜉 =
1
𝑘
· 𝑞𝑘 +

(
1 + 1

𝑘

) (
1 − 𝑞𝑘

)
= 1 − 𝑞𝑘 + 1

𝑘

例 3 (Cauchy分布). 另一个期望不存在的例子是Cauchy分布,它的pdf是

𝑓𝑋 (𝑥) =
1
𝜋

1
1 + 𝑥2 , −∞ < 𝑥 < +∞

易证

∫ +∞

−∞
𝑓𝑋 (𝑥)d𝑥 = 1. 但是 𝐸 |𝑋 | = +∞. 事实上,

E|𝑋 | =
∫ +∞

−∞

|𝑥 |
𝜋

1
1 + 𝑥2 d𝑥 =

2
𝜋

∫ +∞

0

𝑥

1 + 𝑥2 d𝑥
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而对任意正数 𝑀 , ∫ 𝑀

0

𝑥

1 + 𝑥2 d𝑥 =
log

(
1 + 𝑥2)
2

����𝑀
0

=
log

(
1 + 𝑀2)
2

于是,

E|𝑋 | = lim
𝑀→+∞

2
𝜋

∫ 𝑀

0

𝑥

1 + 𝑥2 d𝑥 =
1
𝜋

lim
𝑀→+∞

log
(
1 + 𝑀2) = ∞,

故 EX不存在.

定理 (佚名统计学家公式). 若 𝑔(𝑥)是一元博雷尔函数，而 𝜂 = 𝑔(𝜉) ,则∫ ∞

−∞
𝑦d𝐹𝜂 ( 𝑦) =

∫ ∞

−∞
𝑔( 𝑥 ) d𝐹𝜉 ( 𝑥 ) ( 4.1.17)

即这两个积分中，若有一个存在，则另一个也存在，而且两者相等.

例 4 (均匀分布与指数分布的联系). 设随机变量𝑋服从区间(0, 1)上的均匀分布,即𝑋的pdf是:

𝑓𝑋 (𝑥) =


1, 𝑥 ∈ (0, 1)

0, 𝑥 ∉ (0, 1)

定义新的随机变量 𝑔(𝑋) = − log 𝑋 ,则

Eg(𝑋) = E(− log 𝑋) =
∫ 1

0
− log 𝑥 d𝑥 = 𝑥 − 𝑥 log 𝑥 |10 = 1

事实上, 可知 𝑌 = − log 𝑋 的累积分布函数为 1 − e−𝑦 , 从而其概率密度函数为 𝑓𝑌 (𝑦) =
d

d𝑦
(1 − e−𝑦) = e𝑦 , 0 < 𝑦 < ∞, 显然是指数型概率密度函数当参数 𝜆 = 1时的特例. 于是根据指数

分布也可得 EY = 1.

2.2 距离最小化

现在讨论随机变量期望的另一个性质,此时我们将 E𝑋 看成对 𝑋 取值的一个估计.
以 (𝑋 − 𝑏)2 度量随机变量 𝑋 与常数 𝑏之间的距离,则 𝑏越接近 𝑋 ,这个量越小. 我们可以求出

使 E(𝑋 − 𝑏)2 最小的 𝑏, 𝑏 的这个取值就是 𝑋 的一个很好的估计 (注意并非求使 (𝑋 − 𝑏)2 最小的 𝑏,
因此这样求得的 𝑏依赖于 𝑋 ,对估计 𝑋 毫无帮助).
我们可以利用微积分知识求解 E(𝑋 − 𝑏)2 的最小值问题, 不过这里给出一种更简单的方法. 由

于 E𝑋 具有很好的性质,我们做如下变换:

E(𝑋 − 𝑏)2

= E(𝑋 − E𝑋 + E𝑋 − 𝑏)2 (添加 ± E𝑋 两项,不改变原式的值)
= E((𝑋 − E𝑋) + (E𝑋 − 𝑏))2 (对项分组)
= E(𝑋 − E𝑋)2 + (E𝑋 − 𝑏)2 + 2E((𝑋 − E𝑋) (E𝑋 − 𝑏)) (展开平方)

注意,我们有
E((𝑋 − E𝑋) (E𝑋 − 𝑏)) = (E𝑋 − 𝑏)E(𝑋 − E𝑋) = 0
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这是因为 (E𝑋 − 𝑏) 是常数,从而可以提至期望运算之外,此外还有 E(𝑋 − E𝑋) = E𝑋 − E𝑋 = 0,
于是,有

E(𝑋 − 𝑏)2 = E(𝑋 − E𝑋)2 + (E𝑋 − 𝑏)2

显然, 𝑏 不影响式右端第一项的取值; 而其第二项的取值恒大于等于 0 ,并且当 𝑏 = E𝑋 时取值
为 0 . 故

min
𝑏

E(𝑋 − 𝑏)2 = E(𝑋 − E𝑋)2

关于中位数也有一个类似的结论.

2.3 矩和矩母函数

概率分布的矩是一类重要的期望.

定义. 对任意整数 𝑛, 𝑋 (或 𝐹𝑋 (𝑥) )的 𝑛阶矩 ( 𝑛th moment),记作 𝜇′
𝑛,定义为:

𝜇′
𝑛 = E𝑋𝑛

𝑋 的 𝑛阶中心矩 ( 𝑛th central moment),记作 𝜇𝑛,定义为:

𝜇𝑛 = E(𝑋 − 𝜇)𝑛

其中 𝜇 = 𝜇′
1 = E𝑋 .

例 5. 高阶矩存在,则低阶矩存在.

对于随机变量 𝑋 来说,除期望 E𝑋 以外最重要的矩莫过于二次中心矩,这个矩又常称作方差.

定义. 随机变量 𝑋 的二阶中心矩称作 𝑋 的方差 (variance),记作 Var 𝑋 = E(𝑋 − E𝑋)2.Var 𝑋 的正平
方根称作 𝑋 的标准差 (standard deviation).

方差以其期望为基点度量了随机变量的分散度. 在例 2.2.6中我们已知: 当 𝑏 = E𝑋时 E(𝑋 − 𝑏)2

取到最小值, 现在考察该最小值的大小. 事实上根据方差的定义,方差越大意味着 𝑋 的取值浮动性

越大;特别地,若 Var 𝑋 = E(𝑋 − E𝑋)2 = 0,则 𝑋等于 E𝑋 的概率为 1 ,故 𝑋 的取值恒定不变.标准差
的大小也有类似的解释: 标准差越小表明 𝑋 越接近 E𝑋 , 标准差越大表明 𝑋 的取值浮动性越大. 由
于标准差的单位与随机变量的单位相同,而方差的单位是其平方,所以我们通常使用标准差度量 𝑋

以 E𝑋 为基点的分散度.
设 𝑋 是一随机变量且其方差有限,则对任意常数 𝑎, 𝑏,有:

Var(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝑎2 Var 𝑋

事实上,根据定义,有

Var(𝑎𝑋 + 𝑏) = E((𝑎𝑋 + 𝑏) − E(𝑎𝑋 + 𝑏))2

= E(𝑎𝑋 − 𝑎E𝑋)2 (E(𝑎𝑋 + 𝑏) = 𝑎E𝑋 + 𝑏)

= 𝑎2E(𝑋 − E𝑋)2

= 𝑎2 Var 𝑋



2 数学期望 5

有时利用方差的下列替代公式可以简化计算:

Var 𝑋 = E𝑋2 − (E𝑋)2

该式可由下述过程推导得出:

Var 𝑋 = E(𝑋 − E𝑋)2 = E
[
𝑋2 − 2𝑋E𝑋 + (E𝑋)2]

= E𝑋2 − 2(E𝑋)2 + (E𝑋)2

= E𝑋2 − (E𝑋)2

其中利用了 E(𝑋EX) = (E𝑋) (EX) = (EX)2 的事实 (因为 E𝑋 是常数).
下面我们介绍一类与概率分布有关的新的函数——矩母函数。顾名思义，矩母函数可以用于

求矩，不过在大多数情形下直接计算矩比用矩母函数计算更为简单. 事实上，矩母函数的主要用
处不在于求矩，而是它能够唯一地确定概率分布——如果使用得当，这个性质将非常有用.

定义 (矩母函数). 设随机变量 X 的累积分布函数为𝐹𝑥 . 𝑋(或𝐹𝑋) 的矩母函数 (moment generating
function,简记为 mgf),记作 𝑀𝑋 (𝑡) ,定义为：

𝑀𝑋 (𝑡) = Ee 𝜄𝑋

𝑀𝑋 (𝑡) = Ee 𝜄𝑋 这里假定当𝑡 在0 的某邻域内时上式中的期望存在，即，存在ℎ > 0 使得对任意−ℎ
< 𝑡 < ℎ,Ee 𝜄𝑋都存在，如果在0的任意邻域内该期望都不存在，则称矩母函数不存在.

我们可以将 X的矩母函数更准确地表示为：

𝑀𝑋 (𝑡) =
∫ +∞

−∞
e𝑡 𝑥 𝑓𝑋 (𝑥)d𝑥,如果 𝑋

或

𝑀𝑋 (𝑡) =
∑︁
𝑥

e𝑥𝑃 (𝑋 = 𝑥) ,

利用矩母函数计算矩的方法非常简单, 我们可以总结为: 𝑛阶矩等于对矩母函数求𝑛次导数再在0点
取值.

定理. 设 𝑋 的矩母函数为 𝑀𝑋 (𝑡),则
E𝑋𝑛 = 𝑀

(𝑛)
𝑋

(0)

其中，

𝑀
(𝑛)
𝑋

(0) = d𝑛

d𝑡𝑡
𝑀𝑋 (𝑡)

����
𝑡=0

即, 𝑋 的 𝑛阶矩等于 𝑀𝑋 (𝑡) 在 𝑡 = 0处的 𝑛阶导数.

证明. 假设可以将求导运算提至积分符号内 ,则有

d
d𝑡
𝑀𝑋 (𝑡) =

d
d𝑡

∫ +∞

−∞
e𝑡 𝑥 𝑓𝑋 (𝑥)d𝑥

=

∫ +∞

−∞

(
d
d𝑡

e𝑡 𝑥
)
𝑓𝑋 (𝑥)d𝑥

=

∫ +∞

−∞

(
𝑥e𝑡 𝑥

)
𝑓𝑋 (𝑥)d𝑥

= EX𝑡𝑋
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故
d
d𝑡
𝑀𝑋 (𝑡)

����
𝑡=0

= EXe𝑡𝑋
��
𝑡=0 = E𝑋

同理可证
d𝑛

d𝑡𝑛
𝑀𝑋 (𝑡)

����
𝑡=0

= E𝑛e𝑡𝑋
��
𝑡=0 = E𝑋𝑛

□

例 6. 求二项分布的三阶矩.

例 7. 二项分布. 参数为 (𝑛, 𝑝)的二项概率pmf,故

𝑀𝑋 (𝑡) =
𝑛∑︁

𝑥=0

e𝑡 𝑥
(
𝑛

𝑥

)
𝑝𝑥 (1 − 𝑝)𝑛−𝑥 =

𝑛∑︁
𝑥=0

(
𝑛

𝑥

) (
𝑝e𝑡

) 𝑥 (1 − 𝑝)𝑛−𝑥

根据二项式定理:
𝑛∑︁

𝑥=0

(
𝑛

𝑥

)
𝑢𝑥𝑣𝑛−𝑥 = (𝑢 + 𝑣)𝑛

令其中 𝑢 = 𝑝e𝑡 , 𝑣 = 1 − 𝑝,则有

𝑀𝑋 (𝑡) =
[
𝑝e𝑡 + (1 − 𝑝)

]𝑛
我们不加证明的指出: 当随机变量的支集有界时,矩能唯一确定概率分布.

定理. 设 𝐹𝑋 (𝑥), 𝐹𝑌 (𝑦)是两个累积分布函数,且其对应的全部矩都存在.

1. 如果 𝑋 和 𝑌 的支集有界,则对任意 𝑢有 𝐹𝑋 (𝑢) = 𝐹𝑌 (𝑢) 当且仅当对任意整数 𝑟 = 0, 1, 2, · · · 都
有 EX𝑟 = EY𝑟 ;

2. 如果 𝑋 和 𝑌 的矩母函数都存在,并且对 0的某邻域内的任意 𝑡,都有 𝑀𝑋 (𝑡) = 𝑀𝑌 (𝑡),则对任意
𝑢有 𝐹𝑋 (𝑢) = 𝐹𝑌 (𝑢).

由于𝑀𝑋 (𝑡)的定义式
𝑀𝑋 (𝑡) =

∫ +∞

−∞
e𝑡 𝑥 𝑓𝑋 (𝑥)d𝑥

就定义了一个 Laplace变换 (𝑀𝑋 (𝑡) 是 𝑓𝑋 (𝑥) 的一个 Laplace变换. Laplace变换的一个重要性
质是唯一性,即: 若对任意 |𝑡 | < ℎ(ℎ > 0) 成立,则对于给定的 𝑀𝑋 (𝑡) 只存在唯一一个函数 𝑓𝑋 (𝑥) 满
足式上式. 基于这一事实,唯一性就十分直观.

定义. 对任意常数 𝑎, 𝑏,随机变量 𝑎𝑋 + 𝑏的矩母函数为

𝑀𝑎𝑋+𝑏 (𝑡) = e𝑏𝑡𝑀𝑋 (𝑎𝑡)

证明. 由定义,有
𝑀𝑎𝑋+𝑏 (𝑡) = E

(
e(𝑎𝑋+𝑏)𝑡

)
= E

(
e(𝑎𝑋)𝑡e𝑏𝑡

)
(根据指数的性质)

= e𝑏𝑡E
(
e(𝑎𝑡 )𝑋

)
(因为 e𝑏𝑡 是常数)

= e𝑏𝑡𝑀𝑋 (𝑎𝑡) (根据矩母函数的定义)

定理得证. □
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2.4 多维场合

定义. 随机向量 (𝜉1, 𝜉2, · · · , 𝜉𝑛)的数学期望为 (𝐸𝜉1 , 𝐸𝜉2, · · · , 𝐸𝜉𝑛),其中

𝐸𝜉𝑖 =

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
𝑥𝑖 d𝐹 (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) =

∫ ∞

−∞
𝑥𝑖 d𝐹𝑖 (𝑥𝑖)

这里 𝐹𝑖 (𝑥𝑖)是 𝜉𝑖 的分布函数 (𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛).

例 8 (超级和分布的期望). 超几何分布

𝑝𝑚 =

(
𝑀

𝑚

) (
𝑁 − 𝑀

𝑛 − 𝑚

)
(
𝑁

𝑛

) , 𝑚 = 0, 1, · · · , 𝑛

的数学期望. 当然可以用
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑘 𝑝𝑘 直接求出,但也可用下面方法来计算.设想一个相应的不放回

抽样,令

𝜉𝑖 =


1, 第 𝑖次抽得次品

0, 第 𝑖次抽得好品

则 𝑃 {𝜉𝑖 = 1} = 𝑀

𝑁
,因此 𝐸𝜉𝑖 =

𝑀

𝑁
,而 𝜉 = 𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛表示 𝑛次不放回抽样中抽出的次品数,它

服从上述超几何分布,利用可加性得到

𝐸𝜉 = 𝐸𝜉1 + · · · + 𝐸𝜉𝑛 =
𝑛𝑀

𝑁

3 不等式和恒等式

3.1 概率不等式

最著名、或许也是最有用的一个概率不等式是 Chebychev (切比雪夫)不等式. 尽管其应用非常
广泛,证明却相当容易.

定理 (Chebyshev). 设 𝑋 为随机变量, 𝑔(𝑥) 为非负函数,则对任意 𝑟 > 0有

𝑃(𝑔(𝑋) ⩾ 𝑟) ⩽ Eg(𝑋)
𝑟

证明.
E𝑔(𝑋) =

∫ +∞

−∞
𝑔(𝑥) 𝑓𝑋 (𝑥)d𝑥

⩾
∫
⟨𝑥𝑥 :(𝑥 )⩾𝑟 |

𝑔(𝑥) 𝑓𝑋 (𝑥)d𝑥 (因为 𝑔是非负函数)

⩾ 𝑟

∫
(𝑥2𝑔 (𝑥 )⩾𝑟 }

𝑓𝑋 (𝑥)d𝑥

= 𝑟𝑃(𝑔(𝑋) ⩾ 𝑟) (根据概率密度函数的定义)

上式整理后即得 Chebychev不等式. □
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注记 (与书上的联系). 令 𝑔(𝑥) = (𝑥 − 𝜇)2/𝜎2,其中 𝜇 = EX, 𝜎2 = Var 𝑋 . 为方便计算将 𝑟写作 𝑡2,则

𝑃

(
(𝑋 − 𝜇)2

𝜎2 ⩾ 𝑡2
)
⩽

1
𝑡2 E

(𝑋 − 𝜇)2

𝜎2 =
1
𝑡2

由上式易知

𝑃( |𝑋 − 𝜇 | ⩾ 𝑡𝜎) ⩽ 1
𝑡2

3.2 递推关系的恒等式

若 𝑋 服从参数为 𝜆的 Poisson分布,则

𝑃(𝑋 = 𝑥 + 1) = 𝜆

𝑥 + 1
𝑃(𝑋 = 𝑥)

这就使我们能够从 𝑃(𝑋 = 0) = e−𝜆出发递归地计算 Poisson概率.

3.3 分部积分的概率恒等式

定理 (Stein引理). 设 𝑋 ∼ n
(
𝜃, 𝜎2) , 𝑔是满足 E |𝑔′ (𝑋) | < +∞的可导函数,则

E[𝑔(𝑋) (𝑋 − 𝜃)] = 𝜎2Eg′ (𝑋)

证明. 上式左端为

E[𝑔(𝑋) (𝑋 − 𝜃)] = 1
√

2𝜋𝜎

∫ +∞

−∞
𝑔(𝑥) (𝑥 − 𝜃)e−(𝑥−𝜃 )2/(2𝜎2)d𝑥

对 𝑢 = 𝑔(𝑥)和 d𝑣 = (𝑥 − 𝜃)e−(𝑥−𝜃 )2/2𝜎2 d𝑥运用分部积分法,可得

E[𝑔(𝑋) (𝑋 − 𝜃)] = 1
√

2𝜋𝜎

[
− 𝜎2𝑔(𝑥)e−(𝑥−𝜃 )2/(2𝜎2)

���+∞
−∞

+ 𝜎2
∫ +∞

−∞
𝑔′ (𝑥)e−(𝑥−𝜃 )2/(2𝜎2)d𝑥

]
由 𝑔′ 所满足的条件易知,上式右端第一项为 0 ,而余下的项恰好是 𝜎2Eg′ (𝑋). □

例 9 (应用: 求高阶矩). Stein引理可以很大程度上简化高阶矩的计算.例如,如果 𝑋 ∼ N
(
𝜃, 𝜎2) ,则

有
E𝑋3 = E𝑋2(𝑋 − 𝜃 + 𝜃)

= E𝑋2(𝑋 − 𝜃) + 𝜃E𝑋2

= 2𝜎2E𝑋 + 𝜃E𝑋2 (
𝑔(𝑥) = 𝑥2, 𝑔′ (𝑥) = 2𝑥

)
= 2𝜎2𝜃 + 𝜃

(
𝜎2 + 𝜃2)

= 3𝜃𝜎2 + 𝜃3

3.4 Cauchy-Schwarz不等式

定理 (柯西-施瓦茨 (Cauchy-Schwarz)不等式). 对任意随机变量 𝜉 与 𝜂都有

|𝐸𝜉𝜂 |2 ⩽ 𝐸𝜉2 · 𝐸𝜂2

等式成立当且仅当

𝑃 {𝜂 = 𝑡0𝜉} = 1

这里 𝑡0 是某一个常数.
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证明. 对任意实数 𝑡,定义 𝑢(𝑡) = 𝐸 (𝑡𝜉 − 𝜂)2 = 𝑡2𝐸𝜉2 − 2𝑡𝐸𝜉𝜂+ 𝐸𝜂2,显然对一切 𝑡, 𝑢(𝑡) ⩾ 0,因此二次
方程 𝑢(𝑡) = 0或者没有实根或者有一个重根. 所以判别式

[𝐸𝜉𝜂]2 − 𝐸𝜉2 · 𝐸𝜂2 ⩽ 0

此外,方程 𝑢(𝑡) = 0有一个重根 𝑡0 存在的充要条件是

[𝐸𝜉𝜂]2 − 𝐸𝜉2𝐸𝜂2 = 0

这时 𝐸 (𝑡0𝜉 − 𝜂)2
= 0,因此

𝐷 (𝑡0𝜉 − 𝜂) = 0, 𝐸 (𝑡0𝜉 − 𝜂) = 0

从而

𝑃 {𝑡0𝜉 − 𝜂 = 0} = 1

定理证毕. □

由柯西-施瓦茨 (Cauchy-Schwarz)不等式立即可以推出,若两随机变量的方差存在,则它们的协
方差也存在.

4 相关系数

定义 (协方差). 称
𝜎𝑖 𝑗 = cov

(
𝜉𝑖, 𝜉 𝑗

)
= 𝐸

[
(𝜉𝑖 − 𝐸𝜉𝑖)

(
𝜉 𝑗 − 𝐸𝜉 𝑗

) ]
𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛

为 𝜉𝑖 与 𝜉 𝑗 的协方差 (covariance). 不难验算

cov
(
𝜉𝑖, 𝜉 𝑗

)
= 𝐸𝜉𝑖𝜉 𝑗 − 𝐸𝜉𝑖 · 𝐸𝜉 𝑗

𝐷

(
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖

)
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐷𝜉𝑖 + 2
∑︁

1∈𝑖< 𝑗∈𝑛
cov

(
𝜉𝑖, 𝜉 𝑗

)
特别地

𝐷
(
𝜉𝑖 ± 𝜉 𝑗

)
= 𝐷𝜉𝑖 + 𝐷𝜉 𝑗 ± 2 cov

(
𝜉𝑖, 𝜉 𝑗

)
方差是协方差的特例,显然 𝜎𝑖𝑖 = 𝐷𝜉𝑖. 矩阵

𝚺 =

©«
𝜎11 𝜎12 · · · 𝜎1𝑛

𝜎21 𝜎22 · · · 𝜎2𝑛
...

...
...

𝜎𝑛1 𝜎𝑛2 · · · 𝜎𝑛𝑛

ª®®®®®®¬
称为 𝜉 的协方差矩阵,简记作 𝐷𝜉,显然这是一个对称矩阵. 此外,对任何实数 𝑡 𝑗 ( 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛)有∑︁

𝑗 ,𝑘

𝜎𝑗𝑘𝑡 𝑗 𝑡𝑘 = 𝐸

[
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑡 𝑗
(
𝜉 𝑗 − 𝐸𝜉 𝑗

) ]2

⩾ 0

因此 𝚺是一个非负定矩阵,所以若以 det𝚺记 𝚺的行列式,则有

det𝚺 ⩾ 0
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更常用的是如下“标准化”了的协方差.

定义 (相关系数). 称

𝜌𝑖 𝑗 =
cov

(
𝜉𝑖, 𝜉 𝑗

)
√
𝐷𝜉𝑖

√︁
𝐷𝜉 𝑗

为 𝜉𝑖 与 𝜉 𝑗 的相关系数 (correlation coefficient),这里当然要求 𝐷𝜉𝑖与 𝐷𝜉 𝑗 不为零.

cov(𝑎𝜉 + 𝑏, 𝑐𝜂 + 𝑑) = 𝑎𝑐 cov(𝜉, 𝜂)

因此当 𝑎𝑐 > 0时,
𝜌𝑎𝜉+𝑏,𝑐𝜋+𝑑 =

𝑎𝑐 cov(𝜉, 𝜂)
|𝑎𝑐 |

√
𝐷𝜉

√
𝐷𝜂

= 𝜌𝜉 𝜂

当 𝑎𝑐 < 0时, 𝜌𝑎𝜉+𝑏,𝑐𝜂+𝑑 = −𝜌𝜉 𝜂 ,但总有 𝜌2
𝑎𝜉+𝑏,𝑐𝜂+𝑑 = 𝜌2

𝜉 𝜂 .

4.1 应用: 抽样理论

袋中有 𝑁 张卡片,各记以数字 𝑌1, 𝑌2, · · · , 𝑌𝑁 ,不放回地从中抽出 𝑛张,求其和的数学期望与
方差.

取一张时,其数字的均值及方差分别为

𝑌 =
1
𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖

及

𝜎2 =
1
𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

(
𝑌𝑖 − 𝑌

)2

若以 𝜂𝑛 记 𝑛张卡片的数字之和,以 𝜉𝑖, 𝑖 = 1, 2 · · · , 𝑛记第 𝑖次抽得的卡片上的数字,则

𝜂𝑛 = 𝜉1 + 𝜉2 + · · · + 𝜉𝑛

𝑃 {𝜉𝑖 = 𝑌𝑙} =
1
𝑁
, 𝑙 = 1, 2, · · · , 𝑁, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛

因此

𝐸𝜉𝑖 = 𝑌, 𝐷𝜉𝑖 = 𝜎2

所以

𝐸𝜂𝑛 = 𝐸𝜉1 + 𝐸𝜉2 + · · · + 𝐸𝜉𝑛 = 𝑛𝑌

𝐷𝜂𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐷𝜉1 + 2
∑︁

1⩽𝑖< 𝑗⩽𝑛

cov
(
𝜉𝑖, 𝜉 𝑗

)
= 𝑛𝜎2 + 𝑛(𝑛 − 1) cov (𝜉1, 𝜉2)

这里用到 𝜉𝑖之间的对称性,也即抽签与顺序无关. 在 (4.2.33)中令 𝑛 = 𝑁 ,这时 𝜂𝑁 = 𝑌1 +𝑌2 + · · · +𝑌𝑁

是一个常数,因此 𝐷𝜂𝑁 = 0,于是

𝑁𝜎2 + 𝑁 (𝑁 − 1) cov (𝜉1, 𝜉2) = 0



5 变换方法 11

所以

cov (𝜉1, 𝜉2) = − 𝜎2

𝑁 − 1
最后得到

𝐷𝜂𝑛 = 𝑛𝜎2 − 𝑛(𝑛 − 1)𝜎2

𝑁 − 1

=
𝑛(𝑁 − 𝑛)
𝑁 − 1

𝜎2

注记. 与有放回抽取的方差 𝑛𝜎2 相比, 多出了一个因子
𝑁 − 𝑛

𝑁 − 1
, 称为有限总体修正因子. 当 𝑛 = 1

时,它等于 1 ;而当 𝑛 = 𝑁 时,它取值为 0 .在不放回场合,添加抽取的信息量较大,即方差小,这与直
观完全符合.

5 变换方法

5.1 Z transform(母函数)

若随机变量 𝜉 取非负整数值,且相应的分布列为

𝜉 0 1 2 · · ·
𝑃 𝑝0 𝑝1 𝑝2 · · ·

则称

𝑃(𝑠) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘𝑠
𝑘

为 𝜉 的母函数 (generating function). 由佚名统计学家公式知

𝑃(𝑠) = 𝐸𝑠𝜉

因为母函数由分布列完全决定,因此亦称它为该概率分布的母函数. 由于
∞∑︁
𝑘=0

𝑝𝑘 = 1

由幂级数的收敛性知道 𝑃(𝑠) 至少在 |𝑠 | ⩽ 1一致收玫且绝对收玫.因此母函数对任何整值随机变量

都存在. 对于任一数列 {𝑎𝑛}也可定义
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑠
𝑛为其母函数,但我们以后只讨论概率分布对应的母函

数.

注记. 事实上,有更广泛的情况:

1. Bilateral Z-transform(双边Z变换)

𝑋 (𝑧) = Z{𝑥 [𝑛]} =
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑥 [𝑛]𝑧−𝑛

2. Unilateral Z-transform(单边Z变换)

𝑋 (𝑧) = Z{𝑥 [𝑛]} =
∞∑︁
𝑛=0

𝑥 [𝑛]𝑧−𝑛.
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我们不加证明的指出: 母函数与随机变量之间存在一一对应关系,

它的一个应用是求随机变量的期望,这一点在随机过程中有应用. 当数学期望
∞∑︁
𝑘=1

𝑘 𝑝𝑘 存在时,

𝑃′ (1) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑘 𝑝𝑘 = 𝐸𝜉

当数学期望
𝑥∑︁

𝑘=1

𝑘 𝑝𝑘 = ∞时, lim
𝑠→1

𝑃′ (𝑠) = ∞.

卷积定理:
若随机变量 𝜉 与 𝜂相互独立,它们都是整值随机变量,概率分布分别为 {𝑎𝑘}及 {𝑏𝑘},而相

应的母函数为 𝐴(𝑠) 及 𝐵(𝑠),下面计算随机变量 𝜁 = 𝜉 + 𝜂的概率分布. 显然 𝜁 也是整值随机变

量,若记 𝑐𝑟 = 𝑃{𝜁 = 𝑟},则
𝑐𝑟 = 𝑎0𝑏𝑟 + 𝑎1𝑏𝑟−1 + · · · + 𝑎𝑟𝑏0

这就是离散卷积公式. 记

𝐶 (𝑠) =
∞∑︁
𝑟=0

𝑐𝑟 𝑠
𝑟

利用母函数在 |𝑠 | ⩽ 1的一致收玫性及绝对收玫性,

𝐴(𝑠)𝐵(𝑠) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑠
𝑘 ·

∞∑︁
𝑙=0

𝑏𝑙𝑠
𝑙 =

∑︁
𝑘,𝑙

𝑎𝑘𝑏𝑙𝑠
𝑘+𝑙

=

∞∑︁
𝑟=0

(
𝑟∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑟−𝑘

)
𝑠𝑟 =

∞∑︁
𝑟=0

𝑐𝑟 𝑠
𝑟

因此

𝐶 (𝑠) = 𝐴(𝑠)𝐵(𝑠)

即两个独立随机变量之和的母函数是这两个随机变量的母函数的乘积. 这是一个相当重要的
性质,由于母函数具有这个性质,因此在研究独立随机变量和的问题时,母函数很适用.

5.2 随机个随机变量的求和

若 𝜉1, 𝜉2, · · · , 𝜉𝑛, · · · 是一串相互独立具有相同概率分布的整值随机变量, 𝑃 {𝜉𝑖 = 𝑗} = 𝑓 𝑗 , 其母
函数为

𝐹 (𝑠) =
∞∑︁
𝑗=0

𝑓 𝑗 𝑠
𝑖

随机变量 𝜈是取正整数值的,且 𝑃{𝜈 = 𝑛} = 𝑔𝑛,其母函数为

𝐺 (𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑛𝑠
𝑛

若 | 𝜉𝑛}与 𝜈独立,考虑和 𝜂 = 𝜉1 + 𝜉2 + · · · + 𝜉𝑣,记

𝑃{𝜂 = 𝑖} = ℎ𝑖



5 变换方法 13

我们来求 𝜂的母函数

𝐻 (𝑠) =
∞∑︁
𝑖=0

ℎ𝑖𝑠
𝑖

利用全概率公式及 {𝜉𝑛}与 𝜈的独立性

ℎ𝑖 = 𝑃{𝜂 = 𝑖} =
∞∑︁
𝑛=1

𝑃{𝜈 = 𝑛}𝑃{𝜂 = 𝑖 | 𝜈 = 𝑛}

=

∞∑︁
𝑛=1

𝑃 {𝜈 = 𝑛 {𝑃 {𝜉1 + 𝜉2 + · · · + 𝜉𝑛 = 𝑖} 𝜈 = 𝑛}

=

∞∑︁
𝑛=1

𝑃 {𝜈 = 𝑛 {𝑃 {𝜉1 + 𝜉2 + · · · + 𝜉𝑛 = 𝑖}

由于 𝜉1 + 𝜉2 + · · · + 𝜉𝑛 为 𝑛个相互独立具有相同母函数 𝐹 (𝑠) 的随机变量之和,故其母函数
∞∑︁
𝑖=0

𝑃 {𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛 = 𝑖} 𝑠𝑖 = [𝐹 (𝑠)]𝑛

因此

𝐻 (𝑠) =
∞∑︁
𝑖=0

ℎ𝑖𝑠
𝑖 =

∞∑︁
𝑛=1

𝑃{𝜈 = 𝑛}
∞∑︁
𝑖=0

𝑃 {𝜉1 + · · · + 𝜉𝑛 = 𝑖} 𝑠𝑖

=

∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑛 [𝐹 (𝑠)]𝑛 = 𝐺 [𝐹 (𝑠)]

可以看到,随机个相互独立相同分布的随机变量之和的母函数是原来两个母函数的复合. 由于

𝐻′ (𝑠) = 𝐺 ′ [𝐹 (𝑠)] · 𝐹′ (𝑠)

因此当 𝐸𝜉𝑖 及 𝐸𝜈存在时,在上式中令 𝑠 = 1,得到

𝐸𝜂 = 𝐸𝜈 · 𝐸𝜉𝑖

5.3 特征函数

定义 (复随机变量). 如果 𝜉 与 𝜂都是概率空间 (Ω,F , 𝑃) 上的实值随机变量,则称 𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂为复随

机变量.

从定义知道, 对复随机变量的研究本质上是对二维随机向量的研究. 这里举一个例子: 如果二
维向量 (𝜉1, 𝜂1) 与 (𝜉2, 𝜂2) 是独立的,则我们称复随机变量 𝜁1 = 𝜉1 + 𝑖𝜂1 与 𝜁2 = 𝜉2 + 𝑖𝜂2 是独立的.定
义一个复随机变量 𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂的数学期望为

𝐸𝜁 = 𝐸𝜉 + i𝐸𝜂

对复随机变量也可以平行于实随机变量建立起一系列结果.例如,若 𝜁1, 𝜁2, · · · , 𝜁𝑛 是相互独立的,则

𝐸𝜁1𝜁2 · · · 𝜁𝑛 = 𝐸𝜁1𝐸𝜁2 · · · 𝐸𝜁𝑛
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定义. 若随机变量 𝜉 的分布函数为 𝐹𝜉 (𝑥),则称

𝑓𝜉 (𝑡) = 𝐸ei𝑡 𝜉 =

∫ 𝑥

−𝑥
ei/𝑥 d𝐹𝜉 (𝑥)

为 𝜉 的特征函数 (characteristic function).

特征函数是一个实变量的复值函数, 由于
��eix

�� = 1, 所以它对一切实数 𝑡 都有意义.显然特征函
数只与分布函数有关, 因此亦称某一分布函数的特征函数. 对于离散型随机变量,若其分布列为 则

𝜉 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛 · · ·
𝑃 𝑝1 𝑝2 · · · 𝑝𝑛 · · ·

其特征函数为

𝑓 (𝑡) =
∞∑︁
𝑗=1

𝑝 𝑗ei𝑥 𝑗

特别地,对于整值随机变量,若其母函数为 𝑃(𝑠),则 𝑓 (𝑡) = 𝑃
(
e𝑖
)
. 对于连续型随机变量,若其分布密

度函数为 𝑝(𝑥),则其特征函数为
𝑓 (𝑡) =

∫ ∞

−∞
ei𝑡 𝑥 𝑝(𝑥)d𝑥

这时,特征函数是密度函数 𝑝(𝑥) 的傅里叶(Fourier)变换.

1. 𝑓 (0) = 1,规范性;

2. | 𝑓 (𝑡) | ≤ 1 = 𝑓 (0),有界性⇒控制收敛;

3. 𝑓 (−𝑡) = 𝑓 (𝑡),共轭对称性;

4. 特征函数在(−∞,∞)上一致连续,相较于矩母函数的优点是不用考虑收敛半径的问题;

5. 卷积定理:𝑛个相互独立随机变量之和的特征函数是特征函数之积;

6. 与数字特征之间的关系,若𝑛阶矩存在,那么对于𝑘 ≤ 𝑛:

𝑓 (𝑘 ) (0) = i𝑘𝐸𝜉𝑘

7. Taylor展示:

𝑓 (𝑡) = 1 + (i𝑡)𝐸𝜉 + (i𝑡)2

2!
𝐸𝜉2 + · · · + (i𝑡)𝑛

𝑛!
𝐸𝜉𝑛 + 𝑜 (𝑡𝑛)

8. 线性组合: 设 𝜂 = 𝑎𝜉 + 𝑏,这里 𝑎, 𝑏为常数,则

𝑓𝜂 (𝑡) = ei𝑏𝑡 𝑓𝜉 (𝑎𝑡)

定理 (逆转公式). 设分布函数 𝐹 (𝑥) 的特征函数为 𝑓 (𝑡),又 𝑥1, 𝑥2 是 𝐹 (𝑥)的连续点,则

𝐹 (𝑥2) − 𝐹 (𝑥1) = lim
𝑇→∞

1
2𝜋

∫ 𝑇

−𝑇

e−i𝑥1 − e−i𝑖𝑥2

i𝑡
𝑓 (𝑡)d𝑡

定理 (唯一性). 分布函数由其特征函数唯一决定.



6 条件期望 15

5.4 特征函数的应用: 独立随机变量的和用特征函数的积表示

例 10 (二项分布). 若 𝜉1 服从 𝐵(𝑚, 𝑝), 𝜉2 服从 𝐵(𝑛, 𝑝), 而且 𝜉1 与 𝜉2 独立, 则 𝜂 = 𝜉1 + 𝜉2 服从

𝐵(𝑚 + 𝑛, 𝑝). 事实上 𝑓𝜉1 (𝑡) =
(
𝑝ei𝑡 + 𝑞

)𝑚
, 𝑓𝜉2 (𝑡) =

(
𝑝ei𝑡 + 𝑞

)𝑛,由性质 4知

𝑓𝜂 (𝑡) =
(
𝑝ei𝑡 + 𝑞

)𝑚+𝑛

因此由唯一性定理知 𝜂服从 𝐵(𝑚 + 𝑛, 𝑝). 这个事实简记作

𝐵 (𝑛1, 𝑝) ∗ 𝐵 (𝑛2, 𝑝) = 𝐵 (𝑛1 + 𝑛2, 𝑝)

例 11 (Poisson分布). 若 𝜉1服从 𝑃 (𝜆1) , 𝜉2服从 𝑃 (𝜆2),而且 𝜉1与 𝜉2独立,则 𝜂 = 𝜉1+𝜉2服从 𝑃 (𝜆1 + 𝜆2).
事实上

𝑓𝜉1 (𝑡) = e𝜆1(e𝑖𝑡−1) , 𝑓𝜉2 (𝑡) = e𝜆2(e𝑖𝑡−1)

𝑓𝜂 (𝑡) = e(𝜆1+𝜆2 ) (e𝑖𝑡−1)

这个事实简记作

𝑃𝑜𝑖 (𝜆1) ∗ 𝑃𝑜𝑖 (𝜆2) = 𝑃 (𝜆1 + 𝜆2)

例 12 (Gamma分布). 若 𝜉1 服从 Γ (𝑟1, 𝜆) , 𝜉2 服从 Γ (𝑟2, 𝜆), 而且 𝜉1 与 𝜉2 独立, 则 𝜂 = 𝜉1 + 𝜉2 服从

Γ (𝑟1 + 𝑟2, 𝜆). 事实上,

𝑓𝜉1 (𝑡) =
(
1 − i𝑡

𝜆

)−𝑟1

, 𝑓𝜉2 (𝑡) =
(
1 − i𝑡

𝜆

)−𝑟2

𝑓𝜂 (𝑡) =
(
1 − i𝑡

𝜆

)−(𝑟1+𝑟2 )

这个事实简记作

Γ (𝑟1, 𝜆) ∗ Γ (𝑟2, 𝜆) = Γ (𝑟1 + 𝑟2, 𝜆)

特别地, 𝜒2
𝑛 分布即为 Γ

(
𝑛

2
,

1
2

)
,也具有再生性:

𝜒2
𝑚 ∗ 𝜒2

𝑛 = 𝜒2
𝑚+𝑛

这个性质,通常称为 𝜒2 分布的可加性,在数理统计中是最常使用的命题之一.

6 条件期望

定义. 设 𝑓 为概率空间 (𝑋,F , 𝑃)上积分存在的随机变量.称 E( 𝑓 | G )为 𝑓 关于F 的子 𝜎域 G 的

条件期望,如果

1. E( 𝑓 | G )是 (𝑋,G , 𝑃)上积分存在的可测函数;

2. 对任何 𝐴 ∈ G ,有 ∫
𝐴

E( 𝑓 | G )d𝑃 =

∫
𝐴

𝑓 d𝑃.

𝑃(𝐴 | G ) def
= E (𝐼𝐴 | G )称为事件 𝐴 ∈ F 关于子 𝜎域 G 的条件概率.如果 𝑔是 (𝑋,G , 𝑃)到可测空问

(𝑌,S ) 的随机元,则分别称 E( 𝑓 | 𝑔) def
= E( 𝑓 | 𝜎(𝑔)) 和 𝑃(𝐴 | 𝑔) def

= 𝑃(𝐴 | 𝜎(𝑔)) 为随机变量 𝑓 关于

𝑔的条件期望和事件 𝐴 ∈ F 关于 𝑔的条件概率.
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性质 (Iterative Expectation). 不加证明的给出以下公式, 事实上, 有时是a.s.意义下成立,这里不加区
分.

1. 𝐸 (𝐴) = 𝐸{𝐸 (𝐴 | 𝐵)}

2. 𝐸 (𝐴 | 𝐶) = 𝐸{𝐸 (𝐴 | 𝐵,𝐶) | 𝐶}.

性质 (EVVE formular). 方差分解公式与条件方差分解公式:

1. var(𝐴) = 𝐸{var(𝐴 | 𝐵)} + var{𝐸 (𝐴 | 𝐵)}

2. var(𝐴 | 𝐶) = 𝐸{var(𝐴 | 𝐵,𝐶) | 𝐶} + var{𝐸 (𝐴 | 𝐵,𝐶) | 𝐶}

性质 (Tower Property). 协方差分解公式:

1. cov (𝐴1, 𝐴2) = 𝐸 {cov (𝐴1, 𝐴2 | 𝐵)} + cov {𝐸 (𝐴1 | 𝐵) , 𝐸 (𝐴2 | 𝐵)}

2. cov (𝐴1, 𝐴2 | 𝐶) = 𝐸 {cov (𝐴1, 𝐴2 | 𝐵,𝐶) | 𝐶} + cov {𝐸 (𝐴1 | 𝐵,𝐶) , 𝐸 (𝐴2 | 𝐵,𝐶) | 𝐶}
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