
概率论:Week 8

1 事件的独立性

条件概率定义.

条件概率也是概率.

性质 (概率乘法公式).

𝑃(𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴1)𝑃(𝐴2 |𝐴1)𝑃(𝐴3 |𝐴1𝐴2) · · · 𝑃(𝐴𝑛 |𝐴1 · · · 𝐴𝑛−1)

例 1 (Polya urn scheme). 每次抽出后放回,并多放入𝑡个相同颜色的球.

证明. 假设有𝑟个红球, 𝑏个黑球. 记𝐵𝑚是第𝑚次抽中黑球. 断言: 𝑃(𝐵𝑚) =
𝑏

𝑏 + 𝑟
.
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由数学归纳法,当𝑚 = 1时,显然. 若𝑚 = 𝑘时成立,则当𝑚 = 𝑘 + 1时,关于事件𝐵1取条件,

𝑃(𝐵𝑘+1) = 𝑃(𝐵𝑘+1 | 𝐵1)𝑃(𝐵1) + 𝑃(𝐵𝑘+1 | 𝐵𝑐
1)𝑃(𝐵𝑐

1).

由于,
𝑃(𝐵𝑘+1 | 𝐵1) = 𝑃(𝐵𝑘) starting with b+c black and r red balls

=
𝑏 + 𝑐

𝑏 + 𝑟 + 𝑐
by inductive assumption.

同理

𝑃(𝐵𝑘+1 | 𝐵𝑐
1) = 𝑃(𝐵𝑘)

=
𝑏

𝑏 + 𝑟 + 𝑐

因此,
𝑃(𝐵𝑘+1) =

𝑏 + 𝑐

𝑏 + 𝑟 + 𝑐

𝑏

𝑏 + 𝑟
+ 𝑏

𝑏 + 𝑟 + 𝑐

𝑟

𝑏 + 𝑟

=
𝑏

𝑏 + 𝑟
.

□

注记. 抽签不但与顺序无关,抽签还与抽签方法无关. 有放回抽样就是𝑡 = 0,无放回抽样就是𝑡 = −1,
polya urn scheme为一般情况.

性质 (全概率公式).

𝑃(𝐵) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑃(𝐴𝑖)𝑃(𝐵 |𝐴𝑖)

• 𝑃(𝐴𝑖): 先验概率

• 𝑃(𝐴𝑖 |𝐵): 后验概率

例 2 (Noise Channel Model).

𝑃(𝐴0 | 𝐵) = 𝑃(𝐴0)𝑃(𝐵 | 𝐴0)
𝑃(𝐴0)𝑃(𝐵 | 𝐴0) + 𝑃(𝐴1)𝑃(𝐵 | 𝐴1)
∝ 𝑃(𝐴0)𝑃(𝐵 | 𝐴0)

应用:spell-checking, machine translation...

�̂� = argmax
𝐸∈ English

translation model︷     ︸︸     ︷
𝑃(𝐹 | 𝐸)

language model︷︸︸︷
𝑃(𝐸)

2 事件的独立性

定义 (事件A与B相互独立).
𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) 𝑃 (𝐵)

注记. 若𝑃(𝐵) > 0,还有𝑃(𝐴|𝐵) = 𝑃(𝐴).
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注记. 若事件 A与 B独立,则下列各对事件也相互独立:

{ �̄�, 𝐵}, {𝐴, �̄�}, { �̄�, �̄�}

例 3 (两两独立不蕴含相互独立). 考虑一个均匀的四面骰子.
样本空间 Ω = {1, 2, 3, 4} ,对每个 𝜔 ∈ Ω发生的概率是相等的:

∀𝜔 ∈ Ω : 𝑃𝑟 (𝜔) = 1/4

考虑以下的事件: S={A,B,C}其中: A={1,2},B={1,3},C={1,4}我们有:

𝑃𝑟 (𝐴) = 𝑃𝑟 (𝐵) = 𝑃𝑟 (𝐶) = 12

还有: Pr(A∩B)=Pr(A∩C)=Pr(B∩C)=Pr({1})=1/4因此

𝑃𝑟 (𝐴)𝑃𝑟 (𝐵) = 𝑃𝑟 (𝐴 ∩ 𝐵)𝑃𝑟 (𝐴)𝑃𝑟 (𝐶) = 𝑃𝑟 (𝐴 ∩ 𝐶)𝑃𝑟 (𝐵)𝑃𝑟 (𝐶) = 𝑃𝑟 (𝐵 ∩ 𝐶)

因此事件A,B,C是两两独立的.再考虑: Pr(A∩B∩C)=Pr({1})=1/4但是: Pr(A)Pr(B)Pr(C)=1/8≠Pr(A∩B∩C)

3 试验的独立性

要用到乘积测度空间.
令(Ω,F , 𝜇), (Ω̃, F̃ , 𝜈)是两个有限测度空间(概率空间). 令Ω × Ω̃ := {(𝜔, �̃�) : 𝜔 ∈ Ω, �̃� ∈ Ω̃}.

F × F̃ : 以Ω × Ω̃为全集的𝜎代数. 称可测矩体是: 𝐸 ⊂ Ω × Ω̃,若∃𝐴 ∈ F , 𝐵 ∈ F̃使得𝐸 = 𝐴 × 𝐵.

性质. 任意的可测矩形𝐸 , (𝜇 × 𝜈) (𝐸) := 𝜇(𝐴)𝜈(𝐵), F × F̃ = 𝜎({可测矩形的全体}). 定义截
口(section):∀𝐸 ∈ F ×F̃ ,∀𝜔 ∈ Ω,令𝐸𝜔 := {�̃� ∈ Ω̃, (𝜔, �̃�) ∈ 𝐸} ⊂ Ω̃, 𝐸 �̃� := {𝜔 ∈ Ω, (𝜔, �̃�) ∈ 𝐸} ⊂ Ω,
则𝐸 �̃� ∈ F , 𝐸𝜔 ∈ F̃

定义. 若对于任意的
𝐴(1) ∈ A1, 𝐴

(2) ∈ A2, · · · , 𝐴(𝑛) ∈ A𝑛

均成立

𝑃(𝐴(1)𝐴(2) · · · 𝐴(𝑛) ) = 𝑃(𝐴(1) )𝑃(𝐴(2) ) · · · 𝑃(𝐴(𝑛) )

则称试验 𝐸1, 𝐸2, · · · , 𝐸𝑛是相互独立的.

注记. 所谓独立重复试验就是指Ω1 = · · · = Ω𝑛.

注记. Bernoulli试验就是指F = {𝜙, 𝐴, 𝐴𝑐,Ω}.

• 每次试验至多出现两个可能结果之一 : 𝐴或 �̄�;

• A在每次试验中出现的概率 p保持不变;

• 各次试验相互独立;

• 共进行 𝑛次试验.

𝑛重Bernoulli试验段样本点是: ( �̂�1, �̂�2, · · · , �̂�𝑛). 显然这种样本点共2𝑛个,是有限样本空间.
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4 Bernoulli概型中的分布

4.1 Bernoulli分布(两点分布)

只进行一次Bernoulli试验.

4.2 二项分布

𝑛重Bernoulli试验中事件𝐴发生的次数

𝑏 (𝑘; 𝑛, 𝑝) =
(
𝑛

𝑘

)
𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘 , 𝑘 = 0, 1, 2, · · · , 𝑛

4.3 几何分布

首次成功出现在第𝑘次试验.

𝑔 (𝑘; 𝑝) = 𝑞𝑘−1𝑝, 𝑘 = 1, 2, · · ·

4.4 Pascal分布

第𝑟次成功出现在第𝑘次试验.

𝑓 (𝑘; 𝑟, 𝑝) =
(
𝑘 − 1
𝑟 − 1

)
𝑝𝑞𝑘−𝑟 , 𝑘 = 𝑟, 𝑟 + 1, · · ·

4.5 多项分布

𝑛次Bernoulli试验出现𝑘1次事件𝐴1, ..., 𝑘𝑟次事件𝐴𝑟 . 发生的概率是

𝑛!
𝑘1!𝑘2! · · · 𝑘, ! 𝑝

𝑘1
1 𝑝

𝑘2
2 · · · 𝑝𝑘,

𝑟

例 4 (随机游走). 假设一口井深10米,一只青蛙从井底向上跳,每次跳1米

• 当它在井口时,它就跳出去.

• 当它在井底时,有0.5的概率往上跳一次, 0.5的概率不动;

• 当它既不在井口,也不在井底时,它有0.5的概率往上跳一次, 0.25的概率不动, 0.25的概率往下
跳一次.

求它从井底跳出去的概率.
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4.6 Poisson极限定理

回顾P102,教材上给出了二项分布的Poisson逼近,事实上该定理是本书中较早提到的一种极限
定理,它往往被称为Poisson极限定理或Law of Rare Events.

定理 (Law of Rare Events). 设𝑝𝑛是[0, 1]上的实数列,且𝑛𝑝𝑛收敛于有限的极限𝜆,则有

lim
𝑛→∞

(
𝑛

𝑘

)
𝑝𝑘
𝑛 (1 − 𝑝𝑛)𝑛−𝑘 = 𝑒−𝜆

𝜆𝑘

𝑘!

由于后续在证明De Moivre-Laplace定理时使用了Stirling公式,这里给出一个使用Stirling公式证
明上述定理的过程.

证明. 由Stirling公式,
𝑛! ∼

√
2𝜋𝑛

(𝑛
𝑒

)𝑛
以下简写𝑝 = 𝑝𝑛, (

𝑛

𝑘

)
𝑝𝑘 (1 − 𝑝)𝑛−𝑘 = 𝑛!

(𝑛 − 𝑘)!𝑘!
𝑝𝑘 (1 − 𝑝)𝑛−𝑘

≈
√

2𝜋𝑛
(
𝑛

𝑒

)𝑛√︁
2𝜋(𝑛 − 𝑘)

(
𝑛−𝑘
𝑒

)𝑛−𝑘
𝑘!

𝑝𝑘 (1 − 𝑝)𝑛−𝑘

=

√︂
𝑛

𝑛 − 𝑘

𝑛𝑛𝑒−𝑘

(𝑛 − 𝑘)𝑛−𝑘𝑘!
𝑝𝑘 (1 − 𝑝)𝑛−𝑘

由序列的条件, 𝑛𝑝 → 𝜆,

√︂
𝑛

𝑛 − 𝑘
→ 1,当𝑛 → ∞,(

𝑛

𝑘

)
𝑝𝑘 (1 − 𝑝)𝑛−𝑘 ≈ 𝑛𝑛𝑝𝑘 (1 − 𝑝)𝑛−𝑘𝑒−𝑘

(𝑛 − 𝑘)𝑛−𝑘𝑘!

=
𝑛𝑛

(
𝜆

𝑛

) 𝑘 (
1 − 𝜆

𝑛

)𝑛−𝑘
𝑒−𝑘

𝑛𝑛−𝑘
(
1 − 𝑘

𝑛

)𝑛−𝑘
𝑘!

=
𝜆𝑘

(
1 − 𝜆

𝑛

)𝑛−𝑘
𝑒−𝑘(

1 − 𝑘

𝑛

)𝑛−𝑘
𝑘!

≈
𝜆𝑘

(
1 − 𝜆

𝑛

)𝑛
𝑒−𝑘(

1 − 𝑘

𝑛

)𝑛
𝑘!

→ 𝑒−𝜆
𝜆𝑘

𝑘!

□

4.7 Le Cam定理(拓展)

对于𝑛个独立伯努利随机变量𝑋𝑖, 满足𝑃(𝑋𝑖 = 1) = 𝑝𝑖(ind: independent, non-identically dis-
tributed). 记𝑆𝑛 = 𝑋1 + · · · + 𝑋𝑛, Le Cam给出了如下的上界估计不等式:

∞∑︁
𝑘=0

��𝑃 (𝑆𝑛 = 𝑘) − 𝑒−𝜆𝜆𝑘/𝑘!
�� < 2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝2
𝑖

其中𝜆 = 𝑝1 + · · · + 𝑝𝑛. 特别地,若有𝑝𝑖 = 𝜆/𝑛,则
∞∑︁
𝑘=0

��𝑃 (𝑆𝑛 = 𝑘) − 𝑒−𝜆𝜆𝑘/𝑘!
�� < 2

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝜆/𝑛)2 =
𝜆2

𝑛
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5 Poisson过程

设一个随机过程𝑁 (𝑡)满足:

• 计数过程:𝑁 (0) = 0;

• 独立增量性: ∀0 < 𝑡1 < 𝑡2 · · · < 𝑡𝑛, 𝑁 (𝑡1), 𝑁 (𝑡2) − 𝑁 (𝑡1), · · · , 𝑁 (𝑡𝑛) − 𝑁 (𝑡𝑛−1)是相互独立
的 (即𝑁 (𝑡)为增量独立的);

• 平稳增量性: 𝑁 (𝑡)与𝑁 (𝑡 + 𝑠) − 𝑁 (𝑠)同分布;

• 普通性: 存在𝜆 > 0,使得对任意的𝑡 > 0和充分小的ℎ > 0有𝑃(𝑁 (𝑡 + ℎ) − 𝑁 (𝑡) = 1) = 𝜆ℎ +
𝑜(ℎ)且𝑃(𝑁 (𝑡 + ℎ) − 𝑁 (𝑡) ≥ 2) = 𝑜(ℎ).

定理 (poisson过程和指数分布的关系). 计数过程 {𝑁 (𝑡), 𝑡 ≥ 0}是泊松过程的充分必要条件是 {𝑋𝑛, 𝑛 ≥
1}是独立且参数同为入的指数分布.

6 符号测度*

在微积分中,如果函数 𝑓在区间[𝑎, 𝑏]上连续,那么 𝐹 (𝑥) =
∫ 𝑥

𝑎

𝑓 (𝑦)d𝑦称为不定积分,而 𝑓是𝐹的

导数.
设 𝑓是测度空间(𝑋,F , 𝜇)上积分存在的可测函数,我们自然地把F上定义的集函数

𝜑(𝐴) =
∫
𝐴

𝑓 d𝜇, ∀𝐴 ∈ F

也称为不定积分, 𝑓也叫𝜑对测度𝜇的导数. 由积分的定义, 有𝜑(𝜙) = 0, 再由Levi定理, 𝜑是可列可加
的.
其正式定义如下:

定义. 设𝑋 (,F )是一个可测空间,从F到R̄的集函数𝜑被称为符号测度,若它满足

1. 𝜑(𝜙) = 0;

2. 可列可加性: 对于任何两两不交的{𝐴𝑛} ⊂ F ,有

𝜑

( ∞⋃
𝑛=1

𝐴𝑛

)
=

∞∑︁
𝑛=1

𝜑(𝐴𝑛).

定义 (RN导数). 设𝜑是测度空间上的符号测度. 如果存在a.e.意义下唯一的可测函数 𝑓使得

𝜑(𝐴) =
∫
𝐴

𝑓 d𝜇, ∀𝐴 ∈ F

则称 𝑓是𝜑对于𝜇的Radon-Nikodym导数. 记之为
𝑑𝜑

𝑑𝜇
= 𝑓 .

这就是符号测度的公理化定义。满足非负性的符号测度是测度。

什么样的符号测度才有RN导数呢? 这有当𝜑对𝜇绝对连续时才有可能(𝜑 is dominated by 𝜇).



6 符号测度* 7

定义 (绝对连续(dominated by)). 设𝜙, 𝜇是可测空间上的符号测度和测度. 若 𝜇(𝐴) = 0 =⇒ 𝜑(𝐴) = 0,∀𝐴 ∈ F .则

称𝜑对于𝜇绝对连续,记之为𝜑 ≪ 𝜇. (.. is absolutely continuous with respect to ... or dominated by ...)

有这样的结论: 只要𝜇是𝜎有限的,而且𝜑 ≪ 𝜇,则𝜑对𝜇的RN导数一定存在.

性质. 若𝜑是可测空间上的符号测度, 𝜇是同一个可测空间上的𝜎有限测度,当𝜑 ≪ 𝜇,存在(𝑋,F , 𝜇)上a.e.唯
一的可测函数 𝑓使得不定积分式成立,且若𝜑是𝜎有限的,则 𝑓是a.e.有限的.
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